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ETAT DE CONTRAINTES ET DE DEFORMATIONS
DES POUTRES HYPERSTATIQUES EN BETON
ARME DANS LES CONDITIONS DU FLUAGE
NON LINEAIRE

MohamedCHOURA Docteur Ingénieur En Sciences Techniques
Ministéere des Domaines de I'Etat et des Affaireadieres

RESUME : Parmi les voies que suit le progreés dans l'indestgs constructions en batiment
dans le monde, on distingue celle de la diminutarpoids, de la facilité d’exécution, ainsi
gue celle de I'amélioration de leur qualité et didtades constructions.

Une attitude plus stricte vis-a-vis de la mise ainpdes projets, la prise en considération
de toutes les possibilités et des propriétés ®alles matériaux utilisés y jouent un role
essentiel.En particulier, il est trés importantel@r compte du comportement des éléments de
constructions liés a leur déformation de longueddugu’on appelle également fluage.

Les poutres et les dalles sont parmi les constmsten béton armé les plus utilisées. Leur
continuité permet de réduire la section des profisdiépense des matériaux et le poids des
constructions. Les structures a plusieurs travées, €n certains cas, plus pratiques qu’un
systeme d’éléments a une travée puisque la répartites efforts intérieurs s’y avere
meilleure.

La présente publication traite d’'une recherche rihée de I'état de contraintes et de
déformations des poutres hyperstatiques en béiné aompte tenu du fluage non linéaire en
présence de fissures dans la zone tendue du bématténtion toute spéciale y est portée sur
I’étude du travail des poutres continues en bétoréaur trois appuis. Les questions touchant
la stabilité des poutres hyperstatiques en bétore atans le cas compression flexion font
également I'objet de La présente publication.

ABSTRACT : The developement of the batiment industry depentany factors likes-the
minius of the mass — to facilite the executione th

Developement of the qualitie and the ameliratiothefprice construction.

The publication streatch of theoretic search of dbetraint-deformation of the element
hyperstatique concret renforced the condition efrtbn linear fluage with cracks on the tight
region of the concret.

The stabilisition of the element hyperstatique c¢ehaenforced in the cases of the
compression - flexion is streatch to the presebtipation.
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1- FORMULATION DES PROBLEMES ET ADMISSIONS PRINCIPALES

Les recherches se sont basées sur un élément lsgim fen béton armé de
section rectangulaire b x h armé dans les zoneduésnainsi que comprimées
compte tenu des fissures dans la zone tendue do {#.3).

On étudie I'état de contraintes et de déformatibes poutres hyperstatiques en
béton armé soumises a des charges de forte iftea'sst-a-dire dans les conditions
du fluage non linéaire, chargée au début par un enbroonstant M, aprés un
temps t, ils seront augmentées d’'un moment de ealuntée N& jusqu’a la perte de
la capacité portante.

Les valeurs deij(tl) , € ij(t1) au momentl seront les conditions initiales pour
la deuxiéme étape de calcul.

Dans le but de faciliter les études, on a utilisélgques admissions qui sont trés
souvent utilisées dans les problémes de calculcdastructions en béton armé
compte tenu de la non linéarité géométrique etighgs

ADMISSIONS PRINCIPALES

1. L’état de contraintes et de déformations de I'élémest symétrique par rapport
au plan vertical.

2. On admet la justesse de I'hypothése de NAVIER. &mégal, il est trés connu
l'utilisation de cette hypothése pour les métauxest plastiques. D’aprés la
bibliographie en béton armé, il est connu la dismms concernant cette
hypothése (1,2).Par contre, les recherches de areéetes années ont montré
que I'hypothése de NAVIER comme simplification gérinque donne dans la
théorie de béton armé des résolutions acceptal®eatiquement, cette
hypothése est utilisée dans toutes les normesgétras ainsi que dans les
recommandations des organisations internation&gsDans la théorie de la
résistance de longue durée du béton armé, I'hypetdeé NAVIER est utilisée
comme base dans tous les travaux.

3. Le diagramme réel ¢' - €" du travail des armatures est changé par le
diagramme de PRANDTL (diagramme élasto-plastique).

4. On utilise comme loi de déformations des matériaiporte quelle relation
mathématique. Pour le cas des charges de coude daus la forme de :

o="1(g)
et pour degharges de longue durée :
¢(o,e,0,e,0,€,t)=0

5 On utilise I'égalité approximative de courbure @exé fléchi de la poutre :

1=- _dy
p dx?

On suggére que l'approximation de l'axe fléchi @ebarre est donnée par
I’équation suivante :

Y =f(1). y(®)
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ou y(t) — fonction quelconque
f(t) - fleche

6 Manque de décalage entre I'axe neutre de I'épesecdntraintes normaleset
des déformations.

7 On ne tient pas compte du travail du béton tenthulgmite de chaque section
transversale.

8 Le diagramme curviligne des contraintes due augBuaon linéaire est
remplacé par des lignes brisées; le béton tendic digsures; le béton
comprimé travaille dans les conditions du fluage aéaire ; I'état élasto-
instantané de contraintes et de déformations quoresa une épure linéaire de
contraintes dans le béton comprimé.

La question du droit de I'utilisation de I'hypotleede NAVIER dans la théorie
de calcul du béton armé était discutée et positdreamésolue dans les années 1930

@A).

Pour les éléments avec fissures, cette admisstarcesptable qu’a condition de
L/h > 5 (4,5) et pour des déformations moyennes tramalesei dans la zone entre
deux fissures principales suivant cette expression

Xi+LT
€(x) dx
Xi

€C
LT
ou X - coordonnée de la section de I'élément ou on
détermine les déformations ;
LT- distance entre deux fissures principales ;

Le passage dec aux déformations dans la section avec fissures sepfait
l'intermédiaire des coefficientgis et b en se basant sur recommandations (6).
Cette approche d’appréciation de l'influence duohétendu sur les déformations
d’'armatures et du béton comprimé a été proposéeldamecherches (7,8).

Le remplacement de diagramme réel du travail demtares par le diagramme
de PRANDTL dans le calcul pratique des structurest gustifié et tout a fait
admissible, vu qu’il ne provoque pas de grandesuesr(9,10).

L'utilisation de I'égalité approximative de courleude I'axe fléchi des éléments
est aussi tout a fait admissible, a condition gsevaleurs des fleches soient petites
(10). D’apres les travaux (4,5), le fait de non ptentenu du décalage entre I'axe
neutre des épures de contraintes normalesde déformations dans le calcul des
structures provoque a des petites erreurs ne deémigsas 5 % a la détermination de
déformations dans les sections normalement et fortement armées.
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2. STABILITE DES SYSTEMES HYPERSTATIQUES EN BETON ARME CHARGES
PAR FORCES LONGITUDINALES ET TRANSVERSALES SOUS L’EFFET DU
FLUAGE NON LINEAIRE.

Pour des charges de courtes durées, le diagrarnome' 'du béton est
présenté par I'égalité suivante :

0=A0e+B0O¢g +C0e3 +D0O¢e4 +FO¢&5 , (2.1)
ou A0,BO, CO, DO, FO — constantes.
Pour des charges de longues durées, la loi dgeflast la suivante :
o+0o(y-E/E2 +yE$ f(0) o =E(e+ye) (2.2)
ot o=1VE o +1EOf()t (2-3)

Il est montré que, la théorie de vieillissemerdlgse bien le processus de
longue durée sur I'état de contraintesde déformations des constructions en béton
armé avec un pourcentage réel d’'armatures ainsingutaractéristique moyenne
(mesure) de fluage. Pour un calcul pratique pldststa théorie de vieillissement
permet d’avoir comparablement des résultats simgées les problemes du fluage
non linéaire.

Le changement de la courbure de I'axe fléchi :
R=- _d?%- _y ; (2-4)
dx2 p2

ou y =y0j—yj— fleche ; y0Oj — I'ordonnée dextanon déformé de la poutre ; yj
— I'ordonnée de la poutre au cours de déformation ;

p - rayon de courbure.

On utilise linterpolation du polynéme de LAGRANGRar cing points
pour les dérivés __ dyet _d?y(fig.1).

dx dx2
1
dy)j = (Cljyl + C2jy2+ C3jy3); (2-5)
(dx)j 12 S
(2-5)
1
(®y)i = (D1jyl + D2j y2+ D3jy3) ;

( dRj 248
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Les valeurs numériques des coefficients C1j,D1} poésentées dans le tableau
1:

Cij 2 c3 D1j D2j D3]
0 48 -36 16 -208 228 112
1 10 18 -6 10 12 8
2 8 0 8 32 60 32
3 6 18 10 8 12 40
4 -16 36 -48 412 228 -208

Sur la base de (2.5) , la courbure (2.4) aurarladosuivante :
elj +¢€2j 1
Rj =

[ D1j (y10 - y1) + D2j Qy2 y2)

H 2£S
+ D3j(y30 - y3)] - (YOi -y ) b3 ; (2.6)
ouglj, €2j — déformations extrémes dans la section j.
h - hauteur de la section dans le gafiexion.

L'épure curviligne de contraintes due au fluage hoéaire est décrite par
interpolation d'un polynéme. On admet que les niatdr darmatures
correspondent a un diagramme de PRANDTL.

Cherchons le vecteur et le moment principal desre&pde contraintes
normales de la section la plus chargée par leSaefasuivantes :

Int
Pij= oijdF +0o'sij A'sij + asij Asij ; (2.7)
Int
Mij = oij ZijdF +a’sij Z'ij A’'sij + osij Z ij Asij ; (2.8)
ou aij - contraintes normales dans le béton ;
o'sij, 0 sij - contraintes dans les zones compriméesnelues des
armatures ;
A’sij, Asij - sections d’armatures compriméedendues dans la
partie j de I'élément i ;

Z -distance entre la fibre étudiée atdatre de gravité de la section.
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L'utilisation de [I'hypothése de NAVIER permet djmmer les
déformationslj ............. g(n-1)j’ dans la limite de chaque division, ainsi des
déformations d’armatures comprimées et tendues [atermédiaire des

déformations extréme®)j , en;.
€ij = aOije0ij + anijenij ;
esij = enij -a/h €0ij +enij ); (2.9)
g'sij = €oij -a'’/h €0ij +enij );
ou aQij , anij — des valeurs constantes détermipéesimilitudes
triangulaires des épures de déformations ;
a’, a-I'épaisseur d’enrobage des zonegpcomées et
tendues.

On coupe un élément i dans une section j et orrrdite I'équilibre de la partie
coupée (fig.2). Les conditions de I'équilibre peti@st de trouver :

Int ]
NiO — Pij (1 +% (yij?)-Qijyij +Z Pimyij +
m=0 (2.10)
+ [ (2- Xij/2Lij) q i0 + (Xij/2Lij) q in] Xijy'ij =0;
Int |
NiO yij + Qio Xij — Mij - £ Pim (Xij — Xim) — 1/3 q i0 Xij —
m=0
1/6 [(1- Xij/Li) gi0 + Xi/Li qin] ;

On a I'équation principale du fluage non linéaie premier ordre , donc les
relations (2.5), (2.9), (2.10) seront dérivées foie par rapport au temps t.

Int Int

NiO—Pij [1+%(yijf]-Qijyij-yij[ Qj- Pij yij ]=0
Int

NiO yij + Qij Xij - Mij - QIO Xij + Pijyijj =0
(€0j +enj)/h=(1/24 9 (Dij Y1 +D2j Y2+ D3jY3) (2.11)
Y'j =(1/12S) (Cij Y1+ C2j Y2+ C3j Y3)
€ij = a0ij €0ij + anij enij
Le systeme est hyperstatique du premier ordre,sabor ajoute l'inconnue

surabondante sous forme de réaction d'appui. Damar @voir cette derniere
équation, on écrit I'équation du principe des déphaents virtuels
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b2 Ig.éri =0 (2.12)
i=1
divisons (2.12) par dt , on aura :
ori = Vi
dt

alors :

> Fi.ori =0;
i=1 dt

n
S Fi.V =0;
i=1

d'ou ces conséquences créaient I'équation de mdssde travail de la charge
transversale et du moment fléchissant sur I'apginisi que le rapprochement des
extrémités du a la sollicitation de I'effort longtin

int
Py2MsupY' +NA:-0; (2.13)
int
ol  Msup - moment sur I'appui central ;
Y’ - angle de rotation cehtra
A —rapprochement des extrémités de la barre ;

Le nombre d’équations correspond aux nombres afinges et le systéeme
d’équations différentielles obtenu (2.11) décritm®uvement du systeme dans le
temps en se transformant dans la forme normalefdéCEET.

Utilisons les valeurs initiales de toutes les Vaga obtenues d’aprés le calcul
des systémes a I'état élastique a t=0, suppos@mgparte quelle loi de croissance de
charges extérieures :

P=Poat;
(2.14)
N = Noft;
ou Po, No — valeurs initiales des sollicitatign

a,pB -constantes;
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t -temps,
et on écrit le probleme de CAUCHET.

Si nous procédons a I'étude des probléemes de igtafiifaudrait les résoudre de
la fagon suivante : a chaque moment de temps amiegaa déviation du systeme
due au mouvement non perturbé. On fait varier ¢gsmons obtenues ci-dessus et
compte tenu de la variation des charges extérieguesont nulles, on trouve le
systeme d’équations en variation :

int int
dNio -&Pij [ 1+ 1/2( Yij)3 - 3 Qio Y'ij- 8Y’[ Qio- Pij Y'ij]=0 ;
Int
3Nio.Yij + Xij & Qio- 3Mij - Qio & Xij + Pij 8Yij=0;
@coj + denj)/ h = (1/248?) [C]-BYj-2 + Cj-18Yj-1+....] ;
dY’j =a(s) [ aj-20Yj-2 + aj-18Yj-1+....] ;
d¢ij = aoij deoij + anij denij ;
3eij(t) = VE(t) 5aij.

Egalisons le déterminant principal de ce derniatésype a zéro, on obtient la
condition de I'état critique d’une poutre hyperitaé en béton armé :

@ (ter,€ij, aij, Yij)=0; (2.15)
Détermination des conditions initiales

La méthodologie de calcul des systémes de bamrbgten armé dans les
conditions du fluage non linéaire du béton et centphu de I'apparition des
fissures dans la zone tendue, ainsi que I'élastetipité du travail des armatures
demande la connaissance des conditions initiates, gela on recommande
I'approche suivante.Premiere étape de calcul :eétiuidprobleme a I'état élastique
(fig.3a) (c.a.d le stade la, quand la contraintdéton de la zone tendue est égale a
la contrainte admissible ailat tractioncb) et formation des équations du vecteur
principal Pj eint du moment principal Mj.

int B.h.Eb
Pj=_  sfl-ebt)+ESAsEL-alh(el+ €2)] -
241+ €2)
-EsAsg2-akh (e1+ £2)]; (2.16)
Int B.REb

Mj ER1 (1 + 3€2) +e2bt (1 - 32+ 4¢bt)]

2 €1+ €2)2
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+Es’Asel-a/h (el+ €2)].(0bh—-a’)+EsAsf2-a/h
(e1+ €2)].(0,5h- a). (2.17)

Grace aux équations (2.16), on détermine la relatlsf(e2), pour la section la
plus sollicitée de I'élément. On place I'équatidotenue dans (2.17) et admettons
que la déformatios2 dans la zone tendue a atteint la limite d’extefigébiu béton
ebt. Sachant le moment dans la section, on détertaireharge P d’'une maniére
inverse et avec une condition €= ebt. La deuxiéme étape de calcul (stade Il de
I'état de contraintes et de déformations, Fig.3npte tenu des fissures dans la
zone tendue du béton : formation des équationsitRgti Mj int et de la courbure
dans chaque section tout le long de I'élément.

Par exemple, étudions une poutre sur trois appdivetons une des travées sur
guatre sections, nous aurons onze équations (abi2}; mais le systeme est
hyperstatigue du premier ordre , alors on ajoutednnue surabondante sous la
forme de (2.13).

Fig.1 :Schéma de calcul de poutre a double travée

Fig.2 :Schéma de calcul de la partie coupée deolatne .
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Tableau 3
N° de la Nombres des inconnues dans chaque section de calcul
section de calcul
déformations fleches total
1 2 1 3
2 2 1 3
3 2 1 3
4 2 2

Dans les calculs, la charge est réalisée symétrigoe(fig.4).

Apres la division de la travée sur quatre parbesgétermine le vecteur principal
et le moment dans chaque section, ainsi que le mirfiéchissant du aux
sollicitations extérieures dans ces mémes sectfmng).

Int B.h €l2 ebt
P = [Eb obt JtES'As’ el -a'/h (el + €2)] -
2 €l +e2 €l +e2
-EsAs. E2-a/h (e1+ €2)]; (2.18)
nt B.h
Mj= {Eke12(El + F2)-obt . ebt (FE1 + F2-2¢bt) }+ ES'As’.
121l +¢€2)2 (2.19)

[el-a/h (el+ €2)](0,5h-a’) + EsAs.g2-a/h(el+ €2)](0,5h-a) ;

Les moments dus aux sollicitations extériewgsdans chaque section j sont
déterminés d’apres la figure 4.

M1 =RA L/4 + N(t) y1 ; (2.20)
M2 = RA L/2 + N(t) y2 ; (2.21)
M3 = RA.3 L/4 — PL/4 + N(t) y3 ; (2.22)
M4 = (P -2RA) L/2 ; (2.23)

ou RA= P — Rb/2 ; RB est pris pour 'inconnue saradante ; par la suite RB
sera noté par X.

Le systeme des équations différentielles du problewra la forme suivante :
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Int Int
dpPI dpPI
£1+ .€2=N(t)
del de2
Int Int
dmi dMi
LE1+ €2 = (P(t) — X/2)L/4 + N(t) y1+N(t) y1.
del de2
el + €2
=1/2452[-40yl +12y2 +8y3];
h

Fig.3 : Stade de I'état de contraintes et deod@ftions la et Ilb.
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Int Int
dPll dPll
&1+ .€2=N(t)
del de2
Int Int
dMll dMll
LE1+ €2 = (P(t) — X/2)L/2 + N(t) y2+N(t) y2.
del de2
el + €2

=1/2452[-32yl +60y2 + 32y3];

h
Int Int
dpPll drPlll
&1+ .€2=N(t)
del de2
Int Int
dmill dMmill
CE1+ €2 = (4P(t) — 3X)L/8 + N(t) y3+N(t) y3.
del de2
el + €2

=1/24S2[8yl +12y2-40y3];

Int Int
dPIV dPIV
&1+ .€2=N(1)

del de2
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Int Int
dMiv dMIv

L€1+ £2 = ( X-P(t))L/2

del de2
P@®.y2+ (PQ —x)L/2.1/12S (-16 y1+36 y2- 48 y3) +

+N(t) TRYy2
=0;

2L

Le systéme des équations différentielles se résoutilisant des logiciels &
I'aide des programmes standards de Roung-Kouparla méthode des éléments
finis.

Fig.4 : Pour le calcul des valeurs des momentshf&sant le long de la poutre.
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